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1 Angabe

Es sei auf M := IRIN (Raum der reellen Zahlenfolgen) für {xn} 6= {yn} durch
d({xn}, {yn}) := 1

min{k|xk 6=yk} und für {xn} = {yn} durch d({xn}, {xn}) := 0
eine Funktion gegeben. Man zeige, daÿ d eine Metrik ist.

2 Lösung

Beh 1: d({xn}, {yn}) = 0 genau dann, wenn {xn} = {yn}.
BW: Aus {xn} = {yn} folgt sichtlich d({xn}, {yn}) = 0. Nun ist noch zu
zeigen, daÿ d({xn}, {yn}) 6= 0 impliziert daÿ d({xn}, {yn}) 6= 0. Tatsäch-
lich ist laut De�nition in diesem Fall d({xn}, {yn}) = 1

min{k|xk 6=yk} , und

daher nicht Null.

Beh 2: d({xn}, {yn}) = d({xn}, {yn}) für alle {xn}, {yn} ∈ M .

BW: Wenn {xn} = {yn}, so ist d({xn}, {yn}) = 0 = d({xn}, {yn}). Im
anderen Fall folgt die Symmetrie aus der Tatsache, daÿ min{k | xk 6=
yk} = min{k | yk 6= xk}.

Beh 3: Es gilt für alle {xn}, {yn}, {zn} die Dreiecksungleichung.

Wir führen den Beweis indirekt. Angenommen, es gibt ein Tripel ({xn}, {yn}, {zn})
mit d({xn}, {yn}) > d({xn}, {zn}) + d({zn}, {yn}). Dann muÿ {xn} 6=
{yn} gelten, weil sonst links Null stünde, ein Widerspruch. Wäre {xn} =
{zn} oder {yn} = {zn}, so hätte man auf beiden Seiten den gleichen Aus-
druck stehen, auch ein Widerspruch. Somit �ndet man, a := min{k | xk 6=
yk}, b := min{k | xk 6= zk} und c := min{k | zk 6= yk} setzend: 1

a > 1
b + 1

c .
Sichtlich gilt a < b und a < c und wir können (nach eventuellem Tausch
der Bezeichungen für {xn} und {yn}) erreichen, daÿ b ≤ c, also insgesamt

a < b ≤ c

gilt. Nun gilt xj = zj für j = 1, . . . , b− 1 und zj = yj für j = 1, . . . , c− 1,
sodaÿ

xj = yj , j = 1, . . . , b− 1,

und somit
a = min{k | xk 6= yk} > b− 1

folgt. Deshalb gilt
a < b < a + 1,

ein Widerspruch, weil es im Intervall (a, a + 1) keine natürliche Zahl gibt.
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