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1 Angabe

Man zeige die Vollstindigkeit von Ay =lp := {x € RN | Y17 | xZ < oo} in der

lo-Norm, gegeben durch
o0
- (2
k=1

2

2 Losung
Sei {xy | k € IN} eine Cauchyfolge in lo. Man macht sich klar daf jedes
X = {Tkn | n € IN} selbst eine Folge reeller Zahlen darstellt.

Beh 1: Es gibt eine Folge x = {x,, | n € IN} sodaf8 fiir alle n € IN die Folge
Tpn bei k — oo gegen x,, strebt.

Bew: Fiir alle n € IN hat man |z, — 2,| < ||xx — X;]|, sodafs bei festem n
die Zahlen xy, eine reelle Cauchyfolge bilden. Wegen der Vollstindigkeit
der reellen Zahlen gilt die Behauptung.

Beh 2: Die Folge x gehort zu ls.

Bew: Sei ¢ > 0 fest gewdhlt. Da die x; eine Cauchyfolge bilden, gibt es
ein N, derart daf fiir £ > N stets

%k — %Nl <&

gilt. Anwendung der Dreiecksungleichung (in der Form ||a||—||b|| < |la—b]|)
ergibt hieraus
Ikl < [xnll +e.

Diese Abschatzung gilt fiir alle & > N und impliziert die Existenz einer
Konstanten C' > 0 mit
[xkll < C

fiir alle k € IN. Sei nun M € IN beliebig, dann hat man

M
2 2
kanéca

n=1

woraus bei £ — oo die Ungleichung

M
St
n=1

resultiert. Da M beliebig ist, ergibt sich x € Is.



Beh 3: Die Folge x;;, konvergiert in ly gegen x.

Bew: Sei € > 0 und N derart, dafs

i —all < =
3
fiir alle [,k > N gilt.
Da x € Iy gibt es ein M € IN sodafl sowohl

2

Zmi <%

n>M
als auch
3
€
o] < 6
n>M
gilt.

Da jede der Folgen xy,, — z,, erfiillt, gibt es ein L € IN mit L > N derart
daf fiir alle £k > L stets

gilt.

Nun setzt man (fiir k¥ > L) alles ’geschickt’ zusammen:

= xkl] < flx = xpfl + flxn — x|
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