1 Angabe

Es sei Sy := [0, 1], das kompakte Einheitsintervall. Die Cantormenge S wird
wie folgt konstruiert. Ist fiir n € IN U {0} eine Menge S,, gegeben, so entstehe
Sp+1 durch Entfernen des mittleren Drittels jedes maximalen abgeschlossenen
Teilintervalls von S,,. Danach sei S := (2, Sy.

Man zeige, dak S nicht abzahlbar ist. (Hinweis: zeigen Sie zuerst, daf alle

Zahlen der Gestalt >, 52 mit j € {0,2} zu S gehdren.

2 Losung

Die angegebene Anleitung laft spiegelt folgende Idee wieder: Es werden von Sy
ausgehend, rekursiv die maximalen Intervalle von S,, mittels bindr dargestellter
ganzer Zahlen numeriert:

Sp als Induktionsanfang. Dann seien Sy, . p, die 2k Teilintervalle nach dem
k.ten Schritt, so behaupten wir, dafs
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Dies sieht man durch vollstindige Induktion sofort ein.

(Es mag niitzlich erscheinen, sich einen Baum mit Wurzel Sy und sukkzessiv
binér sich verzweigender Struktur zu zeichnen!)

Fiir jedes N € IN gehort

N
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zu S, da jeder solche Punkt Randpunkt eines Intervalls S ooy ist, und beim
Entfernen von Mitteldritteln diese Randpunkte niemals aus Sy herausgenommen
werden.

Offenkundig erweisen sich nun alle Zahlen aus der Anleitung als Grenzwerte
von Zahlen der Form (x), und da S abgeschlossen ist (als Durchschnitt der
abgeschlossenen Mengen S,,), gehoren sie zu S.

Um nun die Uberabzéhlbarkeit von S zu beweisen, geniigt es festzustellen,
daR {0,1}™ nicht abziihlbar ist, und nachzuweisen, daf
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injektiv ist. D.h., wir miissen zeigen, dafs
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fiir alle b;, b € {0, 1} die Gleichungen b; = b’ fiir alle j € IV nach sich zieht. Es
sei jo := min{j | b; # b;}. O.B.d.A. kénnen wir b;, = 0 und b, = 1 annehmen.

Dann ist, wenn man x := Z;(’:_ll 2?% setzt,
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ein Widerspruch. Also ist die Abbildung injektiv.



